Concursul Fractal

A PATRA EDITIE, 8 FEBRUARIE 2025




Problema 1. O tabla de sah de 5 x 5 patratele are patratelul din centru ocupat, adica
nicio figura nu poate merge acolo. Alexandru si Marius joaca un joc. Alexandru are regele
in coltul din stanga-sus al tablei, iar Marius, in coltul din dreapta-jos. Pe rand, incepand cu
Alexandru acestia Isi muta fiecare propriii regi pe un patratel ce nu a fost vizitat anterior de
vreunul din jucatori si astfel incat cei doi regi nu se afla pe patratele vecine. Pierde cel ce
nu poate face o astfel de mutare cand ajunge randul sau. Cine pierde?

Solutie: Este clar ca Marius poate merge astfel incat pozitia regelui sau este simetrica fata
de centru cu pozitia regelui lui Alexandru. Dupa astfel de secventa de mutari, cei doi regi
nu se intersecteaza, caci patratelul din mijloc e blocat, astfel cum nu ar merge Alexandru,
Marius poate merge astfel incat sa nu piarda, deci el castiga.



Problema 2. Fie in triunghiul ABC' A,, By si C) picioarele perpendicularelor duse din A,
B si C respectiv pe laturile opuse. Aratati ca:

AB} + BC? + CA? = BA? + CB? + AC?
Solutie: Notand lungimile laturilor triunghiului cu a, b si c respectiv. Aplicand de doua

ori teorema lui Pitagora in triunghiurile BA; A si CA; A, avem ca 2 — A B? =b— A,C°.
Scriind astfel de relatii pentru toate cele trei laturi si sumandu-le avem relatia necesara.



Problema 3. Din numerele naturale de la 1 pana la n cateva sunt colorate albastru si
cateva rosu. Daca numerele a si b sunt albastre, numarul ab este fie mai mare decat n, fie
rosu. Gasiti numarul maxim posibil de numere albastre.

Solutie: Raspunsul este n — [/n]. Pentru a ardta ca exista cel putin [/n] numere rosii
ludm perechile de forma (z;2?), pentru z < |y/n]. E clar cd din aceste perechi de numere
cel putin cate unul este rosu. Iar pentru constructie, coloram toate numerele mai mari decat
|v/n| cu albastru, si pe toate restul rosu.



Problema 4. Numerele reale nenule distincte a, b si ¢ satisfac: % + 5+ 5 =%+ L + £
Gasiti minimul expresiei:

(a+b)(a+c) N (a+b)(b+c) N (c+b)(a+c)
a2 b2 C2

Solutie: Aducand la numitor comun si factorizand Y~ a*c* — >~ ¢®a? se factorizeazd ca pro-
dusul diferentelor inmultit cu ab + be + ca, astfel aceasta expresie este zero, deci expresia ce
trebuie minimizata este mereu 3.



